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サーバの輻輳回復率に関する一考察
A study on the recovery rate of congestion in the network server
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要約
本研究では，情報ネットワークにおけるサーバの輻輳および非輻輳状態を評価することを目的
としている。分散の大きな入力データが，サーバに輻輳をもたらすことはよく知られている。サー
バの輻輳状態および輻輳からの回復状態を評価するために，ファイナンス理論におけるオプショ
ン評価理論およびリスク中立化を応用することを提案する。リスクが，サーバの輻輳状態に対応
すると考える。また，輻輳状態を評価するために，入力パケットの獲得確率を導入する。非輻輳
状態から輻輳状態への転移の解析には，オプション評価における経路依存型オプション契約の解
析手法を活用する。理由は，対数正規過程におけるサーバに関して，非輻輳から輻輳への転移に
相当すると考えるからである。最後に，数値例を挙げて輻輳状態から非輻輳状態へ回復するとき
の平均と分散比を提示する。そのときの輻輳回復評価の数値例もあわせて報告する。
キーワード：獲得確率，対数正規型確率微分方程式，リスク中立化，ブラックショールズ方程式
まえがき
数理ファイナンスの金融，経済への活用は盛んである。金融における株価の変動，円・ドルの
為替変動の時間的変動が，ある条件のもとで確率微分方程式で記述できることはよく知られてい
る［1，2，3，4］。筆者等は，ある情報ネットワークの n個の並列サーバのキューイングされたパ
ケットの変動出力側から捉えた場合，各々の n個のキューに存在するパケットの変動を伊藤型確
率微分方程式で記述できることを報告した［5］。その中で，最適なパケット配分を，数理ファイ
ナンスにおけるポートフォリオの考え方を導入してパケットの最適配分法を報告した［5］。シス
テムの最適問題としては，対象システムに流入するパケットが，出力側へ最大限に送出される制
御問題を定式化し最適制御関数を導いた。その結果，入力パケットのロス確率及び獲得確率を定
義することにより，獲得確率の変動が伊藤型確率微分方程式に従うものとすれば，最適配分係数
は，獲得確率（ロス確率）の確率的性質にのみ依存することを明らかにした。また，定常モデル
において最適な配分係数を求めている。この研究は，数理ファイナンスにおけるポートフォリオ
の考え方を工学的問題に適用した研究成果である［5］。
本研究では，情報ネットワークにおけるサーバの輻輳および非輻輳状態を評価することを目的
としている。分散の大きな入力データが，サーバに輻輳をもたらすことはよく知られている。サー
バの輻輳状態および輻輳からの回復状態を評価するために，入力パケットの獲得確率を定義する
ことにより，ファイナンス理論におけるオプション評価理論およびリスク中立化を応用すること
によって，サーバの輻輳および非輻輳状態を評価することを提案する［1，2，3，4］。サーバキュー
イングにおけるリスクとは，輻輳状態に対応すると考える。輻輳状態を評価するために，入力パ
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ケットの獲得確率を導入する。非輻輳状態から輻輳状態への転移の解析には，オプション評価に
おける経路依存型オプション契約の解析手法を活用する［6，7］。理由は，対数正規過程における
サーバキューイングに関して，非輻輳から輻輳への転移に相当すると考えるからである。
文献［9］は，将来の無線通信ネットワーク網の構築に向けて，GPS（Global Positioning System）
測定装置を利用して 4種類の移動体の通話トラフィックを統計的に比較している。4種類の移動
体は，都市間を走行するバス，保養向けの自動車，荷物運送トラック，およびタクシーである。
4種類それぞれのセル内滞留時間を測定した結果，4種類の累積分布は，対数正規分布で近似する
ことが適切と報告されている。
最後に，数値例を挙げて輻輳状態から非輻輳状態へ回復するときの平均と分散比を提示する。
そのときの輻輳回復評価の数値例もあわせて報告する。
サーバの輻輳回復評価
. 問題の記述
図 1のようなある情報ネットワークにおいて，システムのゲートに到着するパケットが一部
ゲートでリジェクトされる事を考慮している。ゲートを通過したパケットは，N 個の並列 M/M/
1のネットワークに分配される。筆者等は，ゲートまでの入力パケットを「ポテンシャルインプッ
ト」と呼ぶ［8］。ポテンシャルインプットとは，リジェクトクトされるパケットを含む。ゲート
を通過したパケットを「アクチュアルインプット」と呼ぶ［8］。アクチュアルインプットとは，
すべてのパケットがキューイングサーバに入力されることをいう。本システムでの評価目的は，
このポテンシャルインプットの獲得量が最大になる様に，各システムルートにおける配分係数φ
を決定している。あるネットワークにおいて，システムに到着するパケットが，時刻 T?,q＝ 1,2,...
をレートα?(t)(＞ 0)のポアソン点過程，リジェクトされるパケットが，時刻｛T＊r ,r＝ 1,2,...｝で
リジェクトされ，かつそのレートをγ(t)(＞ 0)のポアソン点過程，システムの出力パケットは，時
刻｛T?,q＝ 1,2,...｝で出力し，かつそのレートをα(t)のポアソン点過程とする。
図 2で使われている変数の確率空間について記述する。確率空間 (Ω，F)は可測空間であり，I
は，［0，∞)として時間区間を表す。また，確率空間 (Z?，F?，P)，t  I と表され，P は，(Ω，F)
における確率測度，(F?)は増大するσ－集合体の族であり，(Z?)は，(F?)に適合するランダム変数
の族である。
ここで，｛A(t)，t  0｝はポテンシャルインプットを表す計数過程（確率過程）とする時，A(t)
の計数過程は次式で記述できる［5，8］。
A^(t)＝
q 1
 1T^ t，q＝ 1,2,.... （2.1）
また，アクチュアルインプットA(t)の計数過程は，次のように表される［5，8］。
A(t)＝
q 1
 1T? t，q＝ 1,2,..., （2.2）
ただし，各ルートにおける入力は，次式となる。
A?(t)＝φ?(t)A(t), （2.3）
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ただし，φ?(t)は確率であるから，次式を得る。
N
 
i＝1
φ?(t)＝ 1，i＝ 1,2,.... （2.4）
サーバに入力される前にリジェクトされるパケットの点過程は，次式となる。
｛T＊r＝｛T＊1 ,T＊2 ,...｝｝ T＊. （2.5）
リジェクトされるパケットの計数過程は次式となる［5，8］。
R(t)＝
r  1
 1(T? t)，r＝ 1,2,.... （2.6）
また，キューイングバッファの容量を超える消滅パケットの計数過程は次式となる。
C(t)＝
r  1
 1C? t，r＝ 1,2,..., （2.7）
ここで，上記指示関数 1｛●｝は，集合｛・｝上で 1，それ以外では 0の値をとる指示関数である。
例えば，
r  1
 1(T? t)は，時刻｛0＜ T?＜ t｝で｛T?｝の個数をカウントしている［5，8］。
そこで，システムの計数過程モデル式は次式で表せる。
A(t)＝ A^(t)－R(t)－C(t) （2.8）
ここに，R(t)は入力側で制御されるリジェクション。C(t)は，各ルートにおけるパケットの消
滅を表している［5，8］。
この計数過程モデルは，ポテンシャルインプット，アクチュアルアウトプットおよびリジェク
トされるパケットをそれぞれ独立した確率過程とした待ち行列で表現している。連続時間下での
パケットの動作をより忠実に表現出来るところに，計数過程の利点がある。ここで，独立性の仮
定については，文献［5］で述べている様に，入出力過程とリジェクトされるパケットの確率過程
を，それぞれ独立したポアソン過程と仮定しても，現実のシステムとの差異はないと考える。
図 システム概念図 図 単一サーバモデル
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ここで，各ルートにおける消滅パケットのレートをC＊i (t)とおくと，このC＊i (t)は各ルートにお
けるキューイングのパラメータ（例えば，dead timeτi，サービスレートμi...）に依存するもの
とし，その消滅確率（ロス確率）を P?(ϕ?(t))と表す。ただし，ϕ?｛τ?,μ?,...｝，i＝ 1,2,...とおく。
このとき，P?(ϕ?(t))に対応して獲得確率を f?(ϕ?(t))とあらわし，次のように定義する。
定義 1 獲得確率の定義［5］。
f?(ϕ(t))＝ 1－P?(ϕ?(t)), （2.9）
ただし，i＝ 1,2,...,N である。
ここで，アクチュアル入力過程のレートα(t)の変動をとらえる事により，その動的モデルを次
式で表す。
dα(t)＝
N
 
i＝1
φ?(t)α(t )df?［ϕ?(t)］, （2.10）
ただし，α(t )＝ lim s↑t α(s)，φ?(t) φ?（定数）である。ここで，（2.10）式において，α(t )df?［ϕ?］
は (i)サーバにおける獲得量の変動を表している。
このとき，f?［ϕ?(t)］は，伊藤型確率微分方程式にしたがい変動するものとすれば，次のように
なる。
df?［ϕ?］＝ a?(t)f?［ϕ?］dt＋b?(t)f?［ϕ?］dZ?(t). （2.11）
いま，α(t)は次式のように表せる［5］。
α(t)＝
N
 
i＝1
φ?(t)α(t )f?［ϕ?］, （2.12）
ただし，
N
 
i＝1
φ?(t)＝ 1である。
さて，(i)サーバの輻輳について記述する。
仮定 1 τq i ＝min｛t：Q?(t) D?(t)｝となるτq i が存在するこただし，t＞ 0である。
一方，f?(t)を用いると，次のように仮定する。
仮定 2 τf i ＝min｛t：f?(t) d?(t)｝となるτf i が存在することで，ただし，t＞ 0である。
すなわち，図 6によれば仮定 1は，(i)サーバのキューイング量がある設定量 D?(t)を超過した
時のことをいう。同様にして，仮定 2は，(i)サーバの獲得レートが時点τf i において設定値 d?(t)
図 対数正規型確率密度入力パケット 図 対数正規型確率密度出力パケット
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を下回った時のことをいう。このことは，次のように考えられる。もし，サーバへの入力バース
ト過程が付加してくると，キューイング量が増加し，獲得レートが低下してくる。これについて，
あるサーバにおいて入力の注入率を大きくすると，キューイング量が増大し，それとは逆に獲得
レートが低下し，ある注入点で非輻輳から輻輳への相転移が起こるらしいという報告がある［10，
11，12］。これから考えても，本研究における仮定には妥当性があると思われる。また，次のよう
にも考えられる。入力バーストの増大とともにパケット消滅［5］が増大する。その結果，獲得レー
トが低下し，キューイング量Q(t)は r Q(t)(0＜ r＜ 1)へ減少する。
そこで，本研究では，サーバの輻輳を定義し，さらに輻輳回復率δ(t)を定義し，ファイナンス
理論を応用することにより，このような輻輳発生時のシステム評価について考えることにする。
対象としているサーバのキューイング過程のモデル式を次式で表す。
dQ(t)
Q(t)
＝μ(t)dt＋σ(t)dZ(t). （2.13）
獲得レートのモデル式を次式で表す［3］。
df(t)
f(t)
＝μ?(t)dt＋σ?(t)dZ(t), （2.14）
ただし，f(t)はσ(Q(s),ρ(s)；s  t)可測であるとする。
. 単一サーバの対数正規型入出力およびキューイングのシミュレーション
ここで，サーバへのパケット発生時間間隔入力および出力を対数正規型確率密度関数として
サーバ内の受信用キューイングバッファ内に存在する累積パケット個数の確率密度関数をシミュ
レーションした結果が，図 3～図 5である。ただし，サーバへの入力とサーバからの出力は，独立
した確率過程としている。シミュレーションに関する設定条件は，入出力ともに，対数正規型確
率密度関数は，平均が 10，分散を 2とした。キュー内には，当初 1,000個のパケットが存在して
いる状態でシミュレーションを実施している。
. サーバ輻輳回復解析
いま，輻輳状態を図 6のように表す。図 6によれば，獲得レート f(t)の初期値 f(0)＝ f?から出
発した獲得レート過程が時点τf i において設定値 d?に到達している（輻輳）。
図 サーバ内累積キューの確率密度分布
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よって，d?は次式となる。
d?＝min 0 τ t f(τ) （2.15）
それゆえ，τf i の評価を次のようにする。
τf i ＝ min
τ? ［0,T］
［f(τ?)－d?｜f(0)＝ f?］
＝ max
τ? ［0,T］
［d̃?－f(τ?)｜f(0)＝ f?］ （2.16）
ただし，d̃?は第 1下限，d?は第 2下限と呼ぶ。この評価は，非輻輳状態から，前述した入力バー
スト等の影響により輻輳状態へ転移した後，最初に d̃?に到達する。その後，完全に輻輳に転移す
ると再度 d?に到達する。このとき，d̃?への到達は確定的であり，d?への到達は確率的である［7］。
このように，輻輳状態は過去の f(t)の経路に依存するものと仮定する。ここで，第 1下限到達
時点をτ?f i，第 2下限到達時点をτf i とおくと，それぞれ
定義 2 τ?f i の定義。
0 τ?f i  t,
t＜τf i  T （2.17）
それゆえ，τ?f i，τf i は，それぞれ次のように定義できる。
τ?f i ＝max 0 τ?? t［d̃?－f(τ??)｜f(0)＝ f?］ （2.18）
τf i ＝max t＜τ T［d?－f(τ?)｜f(0)＝ f?］ （2.19）
このとき，d̃?，d?は，次のように評価できる。
d̃?＝ min 0 τ?? t f(τ?
f i), （2.20）
d?＝ min t＜τ? T f(τ
f i), （2.21）
ファイナンスでいうルックバックオプションの下で期待される利得は，次式で表される［7］。
図 サーバキューイングの輻輳状態
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 f(T )－min｛d̃?,d?｝ （2.22）
サーバにおけるルックバックオプションとは，期末におけるキューイング量がサーバ内処理へ
のパケット出力量を価値の評価と見る。
したがって，時刻 tでのコールオプションの価格Θ［f(t),d̃?］は，リスク中立化法より，τ＝
T－tとおくと，輻輳評価は，ファイナンス理論を応用すると次のようになる［7］。
Θ(f,d̃?)
＝ e-rτE［f̃(T )－min｛d̃?,d?｝｜f(t)＝ f?］
＝ e-rτE［f̃(T )－d̃?｜d?＞ d̃?］P｛d?＞ d̃?｝＋E［f̃(T )－d?｜d? d̃?］P｛d? d̃?｝
＝ e-rτ(E［f̃(T )｜f(t)＝ f?］－d̃?・P｛d?＞ d̃?｝－E［d?｜d? d̃?］P｛d  d̃?｝) （2.23）
ここで，E［・］は，リスク中立化により平均 (r－σ?2 )τ，分散σ?τの場合の期待値演算を表し
ている。
ここで，期待値 E は，リスク中立化した期待値で平均 (r－σ?/2)τ，分散σ?τの正規分布に関す
る期待値演算を施す。rは，リスク中立でのレートを表し，r－σ?/2 μ?を満たす値である。一
方，対数正規過程における d?の分布関数は次式となる。
F(d?)＝ P(d̃? d?)
＝Φ［ ln(d?/f?)－(r－σ?/2)Tσ?T ］＋(f?d?)
(－2r/σ?)
×Φ［ ln(d?/f?)＋(r－σ?/2)Tσ?T ］ （2.24）
ここでΦ(・)は，平均零，分散 tの正規分布である［7］。
それゆえ，計算を省略して結果を書くと次式を得る。
Θ［f,d̃?］＝ e-rτE［f(τ)－min｛d?,d̃?｝｜f?(t)＝ f?］
＝ f?－d̃?e-rτ｛Φ(d?)－VΦ(d?)｝－f?(1＋σ?2r )Φ(d?),
（2.25）
詳しい式の導出過程については文献［7］を参照してください。ただし，
d?＝
ln(d̃?/f?)＋(r－σ?2 )τ
σ?τ （2.26）
d?＝
－ln(d̃?/f?)＋(r－σ?2 )τ
σ?τ （2.27）
d?＝
－ln(d̃?/f?)－(r＋σ?2 )τ
σ?τ （2.28）
V ＝ σ?2r (f?d?)1
－2r
σ? （2.29）
すなわち，この評価値は期間中の最小値｛d?,d̃?｝と期末の値 f(τ)との差として表されている。
ここで，輻輳回復評価率として次式を定義する。
定義 3
δ(t)＝
Θ［f,d̃?］
min｛d?,d̃?｝
（2.30）
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これより，次のことがわかる。
δ(t)＞ 0：輻輳状態。
δ(t)＜ 0：非輻輳状態。
表 臨界回復率の計算例（μ?＝ ) 表 臨界回復率の計算例（σ?＝ )
σ? δ??(T ) μ? δ??(T )
0.01 -0.91  0.2  0.885
 
0.02 -0.976  0.22  1.107
 
0.021 -0.943  0.24  1.224
 
0.022 -247.8  0.26  2.439
 
0.024  826.99  0.28  4.848
 
0.026  19.392  0.30  14.5
 
0.028  5.099  0.32  117.08
 
0.030  2.457  0.36 -223.87
 
0.032  1.572  0.38 -1.737
 
0.034  1.158  0.40 -0.655
. 数値計算例
つぎに，［μ?
△
固定，σ?：変数］の場合と［σ?
△
固定，μ?：変数］とした場合の臨界回復率の
計算を行うと図 7，図 8のようになる。
表 2.4では，μ?＝ 0.08としてσ?を変化させた場合であり，表 2.4では，σ?＝ 0.1としてμ?を変
化させた場合の臨界回復率の値である。
いま，表 2.4，表 2.4および図 7，図 8から，つぎのようなことが推測される。
イ μ? const の場合，あるσ?の時点で期末において，δ??が急速に回復される。
ロ σ? constの場合，δ??はμ?の影響をあまり受けない。
すなわち
図 分散値に対する臨界回復率の値（μ?＝ ) 図 平均値に対する臨界回復率の値（σ?＝ )
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δ??(T )＝
Θ(f,d̃?：T )
min｛d̃?,d?｝
＞＞ 0, （2.31）
表 図 での ～ で使用した d?，f，μ?，σ?の設定値
Type  d? f μ? σ?
Type 1  0.2  0.7  0.7  1.0
 
Type 2  0.2  0.7  0.5  1.0
 
Type 3  0.2  0.7  0.5  1.1
 
Type 4  0.2  0.7  0.5  1.5
 
Type 5  0.5  0.5  0.7  1.0
 
Type 6  0.7  0.5  0.7  1.0
 
Type 7  0.8  0.5  0.7  1.0
となり，μ?とσ?の比は
σ?
μ?
?＝ 0.33～0.37. （2.32）
となる。さらに，Θ(f,d̃?)の評価値と輻輳回復率の計算を図 9において示している。式（2.23）で
示すΘ(f,d̃?)は，期末時刻における評価値を示す。輻輳回復率は，期末時刻での式（2.30）の値，
つまりΘ(f,d̃?)/d?での計算結果である。d?は最小値，つまり f＝ d?と設定して計算している。こ
こでは，つぎのことが説明できる。
すなわち，(f/d?)が大きいほど，δ??(T )は大きくなり，(f/d?)が同じ値の場合，σ?が大きいほ
ど，δ??(T )が大きくなることがわかる。このことは，工学的には自明であり，本研究の成果が工
学的に意味のあるものであると判断できる。なぜなら，前者は，輻輳状態設定値より現在値が大
きいほど，輻輳回復評価が大きいことを意味している。
図 輻輳評価値および回復率の評価
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後者は，獲得レートに対するリスク，すなわち，分散σ?を大きくとるほど，輻輳回復評価値が
おおきくなる。これは，ファイナンス理論におけるリスクを大きくとるほど，評価が大きくなる
ことより自明であるが，工学的には，意図的に分散を大きくとることはなく，前者における工学
的効果が大きいと思われる。
むすび
本研究では，サーバの輻輳状態および輻輳からの回復状態を評価するために，入力パケットの
獲得確率を定義することにより，ファイナンス理論を応用することができることを提案する。サー
バキューイング系のモデルとして対数正規型確率微分方程式に従うものとする。筆者等は，獲得
確率を導入することにより輻輳から非輻輳への回復評価ができることを報告した。
数値例を挙げて輻輳状態から非輻輳状態へ回復するときの平均と分散比を提示した。そのとき
の輻輳回復評価の数値例もあわせて報告した。この輻輳状態から非輻輳状態へ回復するときの平
均と分散比を活用することにより，サーバの輻輳状態を事前に評価できると考える。
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付録 付録
ここでは，文献［4，5，7］に準じて計算を実行する。
いま，（2.23）式，右辺第 3項において，（2.24）式を用いると
E［d̃? d?］・P(d̃? d?)］
＝
d?
0
 lF(l)
＝ d?F(d?)－
d?
0
Φ(
ln(l/f)－(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )dl－
d?
0 (f l )
(1－2μ?)/σ?
Φ(
ln(l/f)＋(μ?＋σ?2 )τ
σ?τ )dl
＝ d?
⎧
⎨
⎩
Φ＋(
ln(l/f)－(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )＋(f d?)－(2μ?－σ?)/σ?×Φ(
－ln(l/f)＋(μ?＋σ?2 )τ
σ?τ )
⎫
⎬
⎭
－d?Φ(
－ln(l/f)－(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )＋feμ?τΦ(
－ln(l/f)－(μ?＋σ?2 )τ
σ?τ )－f(f d?)－2μ?/σ?・ σ?2μ?
×
⎧
⎨
⎩
Φ＋(
ln(l/f)＋(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )－eμ?τ(f d?)－2μ?/σ?×Φ(
ln(l/f)－(μ?＋σ?2 )τ
σ?τ )
⎫
⎬
⎭
（付録A.1）
となるから，（2.23）式より
Θ(f,d?)
＝ f－e－μ?τ
⎧
⎨
⎩
d?［Φ(
ln(d?/f)＋(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )＋Φ(
－ln(d?/f)－(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )
＋(f d?)
1－2μ?σ?Φ(
－ln(d?/f)＋(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )－Φ(
－ln(d?/f)－(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )］
－f(f d?)
－2μ?/σ?
・(σ?2μ?)eμ?τ×Φ(
－ln(d?/f)－(μ?＋σ?2 )τ
σ?τ )＋feμ?τΦ(
ln(d?/f)－(μ?＋σ?2 )τ
σ?τ )
⎫
⎬
⎭
＝ f－e－μ?τd?［Φ(
ln(d?/f)＋(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )＋(f d?)1－
2μ?
σ?Φ(
ln(d?/f)＋(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )
－(f d?)
－2μ?
σ?(2μ?σ?)×Φ(
－ln(d?/f)＋(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )］－f(2μ?σ?)Φ(
－ln(d?/f)－(μ?＋σ?2 )τ
σ?τ )
－fΦ(
－ln(d?/f)－(μ?＋σ?2 )τ
σ?τ )
＝ f－e－μ?τd?［Φ(
ln(d?/f)＋(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )＋(f d?)1－
2μ?
σ?－(f d?)
－2μ?
σ?(σ?2μ?)］
×Φ(
－ln(d?/f)＋(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )－f
⎧
⎨
⎩
1＋(σ?2μ?)
⎫
⎬
⎭
Φ(
－ln(d?/f)－(μ?＋σ?2 )τ
σ?τ ) （付録A.2）
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すなわち，（付録A.2）式より
Θ(f,d?)
＝ f－d?e－μ?τ［Φ(
ln(d?/f)＋(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )＋
⎧
⎨
⎩(
f d?)
1－2μ?σ?－(f d?)
－2μ?
σ?(σ?2μ?)
⎫
⎬
⎭
×Φ(
－ln(d?/f)＋(μ?－σ?2 )τ
σ?τ )］－f(1＋ σ?2μ?)Φ(
－ln(d?/f)－(μ?－σ?2 )τ
σ?τ ) （付録A.3）
となる。
― ―82
